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A � Akronim
Najszybsze rozwi¡zanie:

Jagiellonian 1 (0:04)

Autor zadania:
Kamil D¦bowski



A � Akronim

Tre±¢ zadania

W±ród danych sªów, nale»y znale¹¢ akronim, czyli takie sªowo, »e jego litery wyst¦puj¡
jako pierwsze litery innych sªów (mo»na powtarza¢).

Na przykªad, ANIA to akronim od �AKRONIM NA IMIENINY AGI�.
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A � Akronim

Dla ka»dej literki A-Z, szukamy jakiego± sªowa na t¦ literk¦. Tablica rozmiaru 26, albo
map/dictionary.
Dla ka»dego sªowa, sprawdzamy czy ka»da jego literka wyst¡piªa gdzie± jako pierwsza.
Je±li tak jest, wypisujemy sªowa zapami¦tane pod tymi literkami.

pseudokod
for every s:

map[s[0]] = s

for every s:

flag = TRUE

for every char in s:

if char not in map:

flag = FALSE

if flag:

...

Zªo»ono±¢

mathcal(N) lub mathcal(N2)
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K � Kwadracik
Najszybsze rozwi¡zanie:

Jagiellonian 3 (0:08)

Autor zadania:
Kamil D¦bowski



K � Kwadracik

Tre±¢ zadania

Nauczyciel wybraª liczby h i w , po czym wypisaª liczby od 1 do h · w w prostok¡cie
h × w . Zmazaª wszystko poza kwadracikiem 2× 2. Dla danego kwadracika 4 liczb,
znajd¹ mo»liwe h i w .



K � Kwadracik

Kwadracik musi wygl¡da¢ tak:
x x+1

y y+1

A ró»nica mi¦dzy dwoma wierszami to w .

a b

c d

Musi by¢ w = c − a.
Sprawdzamy: b == a + 1, d == c + 1, w ≥ 2.
Ale kwadracik musi mie±ci¢ si¦ w planszy!
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K � Kwadracik

Peªne rozwi¡zanie
w = c − a

a + 1 == b and c + 1 == d and w >= 2 and a % w != 0

h = d/w + 1 albo po prostu h = 100 000



G � Gra MPO
Najszybsze rozwi¡zanie:

UWr 9 (0:14)

Autor zadania:
Kamil D¦bowski



G � Gra MPO

Tre±¢ zadania

Dana jest maªa kwadratowa plansza z polami kilku typów:

Miasto

Park

Ocean

Ka»dy typ mo»e by¢ zbudowany (wielka litera) lub niezbudowany (maªa litera).

Dostajemy 1 punkt za zbudowane pole oraz 1 punkt za par¦ s¡siaduj¡cych miasto-park
oraz ocean-ocean. Mamy zasymulowa¢ wykonywanie ruchu z najwi¦ksz¡
liczb¡ punktów. Ka»dy ruch musi dawa¢ co najmniej dwa punkty.

Wypisujemy ko«cow¡ plansz¦ i liczb¦ punktów.



G � Gra MPO

Mo»liwe rozwi¡zanie

Bezpo±rednia symulacja kolejk¡ priorytetow¡ (lub bez).
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Mo»liwe rozwi¡zanie

Bezpo±rednia symulacja kolejk¡ priorytetow¡ (lub bez).



G � Gra MPO

Wygodne rozwi¡zanie

Pola �zara»aj¡� s¡siadów, wi¦c zadziaªa DFS. Je±li pole jest wielk¡ liter¡, to przegl¡daj
wszystkich s¡siadów i sprawdzaj pary M-p, P-m, O-o. O(n2)

Przegl¡danie s¡siadów
for dx = x-1..x+1:

for dy = y-1..y+1:

if dx != x or dy != y:

...
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I � Intensywny trening
Najszybsze rozwi¡zanie:

UW10 (0:29), Huawei WarsawRC (0:28)

Autor zadania:
Kamil D¦bowski



I � Intensywny trening

Tre±¢ zadania

Dane:

a1, a2, . . . an ci¡g zdolno±ci zawodników

k wielko±¢ dru»yny

Pary dru»yn graj¡ mecze.
Szukamy:

maksymalna ró»nica mi¦dzy sumarycznymi zdolno±ciami

liczba par dru»yn z tak¡ ró»nic¡
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Maksymalna ró»nica

Sortowanie � a1 ≤ a2 ≤ . . . ≤ an

Najsªabsza dru»yna:
i=k∑
i=1

ai

Najlepsza dru»yna:
i=n∑

i=n−k+1

ai

Wynik:
i=n∑

i=n−k+1

ai −
i=k∑
i=1

ai
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Liczba dru»yn

� przypadek ak ̸= an−k+1

Dru»yny wybieramy niezale»nie.

a1 ≤ a2 ≤ . . . ax−1 < ax = ax+1 = . . . = ak = . . . = ay−1 = ay < ay+1

Wybieramy a1, a2, . . . , ax−1 oraz k − x + 1 zawodników w±ród ax , . . . ay(
y − x + 1
k − x + 1

)
Najlepszy team � analogicznie dwumian.
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Liczba dru»yn

� przypadek ak = an−k+1

ax−1 < ax = ax+1 = . . . = ak = . . . = an−k+1 = . . . = ay−1 = ay < ay+1

a1, a2, . . . , ax−1 do sªabszej, ay+1, ay+2, . . . , an do lepszej
Dobieramy pozostaªych dowolnie(

y − x + 1
k − x + 1, k − n + y

)
=

(y − x + 1)!
(k − x + 1)!(k − n + y)!(n − 2 · k)!

Uwaga! Szczególny przypadek a1 = an � nie wiadomo, która lepsza � wynik/=2
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Implementacja

Max ró»nica � proste p¦tle

Liczba teamów � obliczenie indeksów ; dwumiany Newtona lub silnie.

Zªo»ono±¢

dynamik dwumiany � O(n2)
lub
silnie i ich odwrotno±ci � O(n logP) lub O(n)
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B � Baga»e
Najszybsze rozwi¡zanie:

Jagiellonian 1 (0:55)

Autor zadania:
Marcin Smulewicz



B � Baga»e

Tre±¢ zadania

Dany graf skierowany.

Kraw¦dzie (loty):

koszt

limit przewiezionego baga»u

Bartek lata z baga»ami, mo»e zostawia¢ je w wierzchoªkach.
Dla ka»dych x , y � minimalny koszt przewiezienia dwóch baga»y x → y .
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B � Baga»e

Wa»ne momenty

Obie walizki i Bartek w tym samym miejscu

Jak lec¡ walizki mi¦dzy wa»nymi momentami?

lec¡ razem � kraw¦d¹ z limitem 2

lec¡ osobno
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B � Baga»e

Wa»ne momenty

Obie walizki i Bartek w tym samym miejscu

Jak lec¡ walizki mi¦dzy wa»nymi momentami?

lec¡ razem � kraw¦d¹ z limitem 2

lec¡ osobno � b.s.o. x
1−→ y

0−→ x
1−→ y

x y



Implementacja

najkrótsze ±cie»ki 0 baga»y � kraw¦dzie 0, 1, 2

najkrótsze ±cie»ki 1 baga» � kraw¦dzie 1, 2

lec¡ osobno z x od y � nowa kraw¦d¹ 2 · dist1(x , y) + dist0(y , x)

najkrótsze ±cie»ki 2 baga»e � kraw¦dzie 2 (lec¡ razem) oraz nowe (lec¡ osobno).

Zªo»ono±¢

Floyd-Warshall O(n3)
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J � Jedynki i zera
Najszybsze rozwi¡zanie:

UWr 9 (1:10), Huawei WarsawRC (0:59)

Autor zadania:
Yahor Dubovik



J � Jedynki i zera

Gra
0100101010010101

1010011101011011

1010010010100101

Plansza rozmiaru h × w , h ≤ 8, w ≤ 100 000.
Operacje:

Zaneguj bit.

Zaneguj kolumn¦.

Zaneguj wiersz.

Trudno±¢ planszy: liczba operacji potrzebnych do wyzerowania caªej planszy.

Zadanie

Dana jest pocz¡tkowa plansza i ci¡g q operacji (q ≤ 100 000).

Oblicz trudno±¢ pocz¡tkow¡ i po ka»dej operacji.
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J � Jedynki i zera

Pojedyncza kolumna
0

1

1

0

Reprezentujemy kolumn¦ przez zbiór (mask¦ bitow¡) S ⊆ {0, . . . , h − 1}.
Operacje:

Zaneguj bit y : S ′ = S ⊕ {y} = S xor {y}.
Zaneguj kolumn¦: S ′ = S ⊕ {0, . . . , h − 1}.

Trudno±¢ kolumny

K (S) = min(|S |, h − |S |+ 1)



J � Jedynki i zera

Pojedyncza kolumna
0

1

1

0

Reprezentujemy kolumn¦ przez zbiór (mask¦ bitow¡) S ⊆ {0, . . . , h − 1}.
Operacje:

Zaneguj bit y : S ′ = S ⊕ {y} = S xor {y}.
Zaneguj kolumn¦: S ′ = S ⊕ {0, . . . , h − 1}.

Trudno±¢ kolumny

K (S) = min(|S |, h − |S |+ 1)



J � Jedynki i zera

Pocz¡tkowy stan

Najpierw operacje na wierszach.

Wybierzmy W ⊆ {0, . . . , h − 1}: zbiór operacji na caªych wierszach.

W0 = zanegowane ju» wiersze

KS(W ) = sumaryczna trudno±¢ kolumn po zanegowaniu wierszy W

P = trudno±¢ caªej planszy

W0 = {}

KS(W ) =
∑
x

K (Sx ⊕W )

P = min
W

(|W ⊕W0|+ KS(W ))
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J � Jedynki i zera

Zªo»ono±¢ pocz¡tkowego stanu

Obliczenie KS(W ): O(w2h)

Obliczenie P : O(2h).



J � Jedynki i zera

Zanegowanie bitu lub kolumny

S ′
x = Sx ⊕ {y} lub

S ′
x = Sx ⊕ {0, . . . , h − 1}

KS ′(W ) = KS(W )− K (Sx ⊕W ) + K (S ′
x ⊕W )

P = min
W

(|W ⊕W0|+ KS(W ))

Zªo»ono±¢

Poprawienie Sx : O(1)

Poprawienie KS(W ): O(2h)

Poprawienie P : O(2h)
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Zanegowanie bitu lub kolumny

S ′
x = Sx ⊕ {y} lub

S ′
x = Sx ⊕ {0, . . . , h − 1}

KS ′(W ) = KS(W )− K (Sx ⊕W ) + K (S ′
x ⊕W )

P = min
W

(|W ⊕W0|+ KS(W ))

Zªo»ono±¢

Poprawienie Sx : O(1)

Poprawienie KS(W ): O(2h)

Poprawienie P : O(2h)



J � Jedynki i zera

Zanegowanie wiersza

W ′
0 = W0 ⊕ {y}
P = min

W
(|W ⊕W0|+ KS(W ))

Zªo»ono±¢

Poprawienie W0: O(1)

Poprawienie P : O(2h)



J � Jedynki i zera

Zanegowanie wiersza

W ′
0 = W0 ⊕ {y}
P = min

W
(|W ⊕W0|+ KS(W ))

Zªo»ono±¢

Poprawienie W0: O(1)

Poprawienie P : O(2h)



J � Jedynki i zera

Zªo»ono±¢ caªego rozwi¡zania

Pocz¡tkowa plansza: O(w2h)

Ka»da operacja: O(2h)

Razem: O((w + q)2h)



H � Hop
Najszybsze rozwi¡zanie:

UW10 (0:48)

Autor zadania:
Marcin Smulewicz



H � Hop

Tre±¢ zadania

Mo»emy ustawia¢ wysoko±¢ poprzeczki (w skoku wzwy») na liczb¦ caªkowit¡ od 1 do n.
P-stwo przeskoczenia wysoko±ci i to pi . Znajd¹ maksymalne EV najwy»szej
przeskoczonej poprzeczki.

Brutalne rozwi¡zanie

dpi = max(pj · dpj + (1− pj) · i)

dpa = max(Yj + Xj · a)
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Mo»emy ustawia¢ wysoko±¢ poprzeczki (w skoku wzwy») na liczb¦ caªkowit¡ od 1 do n.
P-stwo przeskoczenia wysoko±ci i to pi . Znajd¹ maksymalne EV najwy»szej
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dpa = max(Yj + Xj · a)



H � Hop



D � Dodawanie uªamków
Najszybsze rozwi¡zanie:

Jagiellonian 2 (2:08)

Autor zadania:
Marek Sokoªowski



D � Dodawanie uªamków

Tre±¢ zadania

Znale¹¢ najmniejsz¡ dodatni¡ sum¦ liczb wymiernych o mianownikach ≤ n:∑ ai

bi
> 0

|ai |, bi ≤ n

Limity

t testów, ni ≤ 50 000,
∑

ni ≤ 4 000 000
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Tre±¢ zadania

Znale¹¢ najmniejsz¡ dodatni¡ sum¦ liczb wymiernych o mianownikach ≤ n:∑ ai

bi
> 0

|ai |, bi ≤ n

Limity

t testów, ni ≤ 50 000,
∑

ni ≤ 4 000 000



D � Dodawanie uªamków

W jak¡ sum¦ celujemy?

Niech M = NWW(1, 2, . . . , n).

M · ai
bi

∈ Z

M
∑ ai

bi
≥ 1∑ ai

bi
≥ 1

M

Cel

∑ ai

bi
=

1
M
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D � Dodawanie uªamków

Mianowniki: pot¦gi liczb pierwszych

bi = p
αi

i ≤ n

NWW(pα1

1
, pα2

2
, . . . , pαk

k ) = pα1

1
pα2

2
. . . pαk

k = M

a0

1
+

a1

pα1

1

+
a2

pα2

2

+ . . .+
ak

p
αk

k

=
1
M

Ma0 +
M

pα1

1

a1 +
M

pα2

2

a2 + . . .+
M

p
αk

k

ak = 1

M

pα1

1

a1 +
M

pα2

2

a2 + . . .+
M

p
αk

k

ak ≡ 1 (mod M)



D � Dodawanie uªamków

Chi«skie twierdzenie o resztach

M

pα1

1

a1 ≡ 1 (mod pα1

1
)

M

pα2

2

a2 ≡ 1 (mod pα2

2
)

· · ·
M

p
αk

k

ak ≡ 1 (mod p
αk

k )



D � Dodawanie uªamków

Rozpiszmy iloczyny

(pα2

2
pα3

3
. . . pαk

k )a1 ≡ 1 (mod pα1

1
)

(pα1

1
pα3

3
. . . pαk

k )a2 ≡ 1 (mod pα2

2
)

· · ·
(pα1

1
pα2

2
. . . p

αk−1

k−1
)ak ≡ 1 (mod p

αk

k )



D � Dodawanie uªamków

Rozwi¡zanie

a1 = (pα2

2
pα3

3
. . . pαk

k )−1 mod pα1

1

a2 = (pα1

1
pα3

3
. . . pαk

k )−1 mod pα2

2

· · ·
ak = (pα1

1
pα2

2
. . . p

αk−1

k−1
)−1 mod pαk

k

a0 =
1
M

− a1

pα1

1

− a2

pα2

2

− . . .− ak

p
αk

k

Zªo»ono±¢

Liczba pot¦g liczb pierwszych: O(n/ log n).

Zªo»ono±¢ O(
∑

n2i / log
2 ni ).

Za wolno!
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Rozwi¡zanie
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D � Dodawanie uªamków

Funkcja pomocnicza

F (qβ, n) =

 ∏
p
αi

i
≤n,pi ̸=q

p
αi

i

 mod qβ

F (qβ, pα) = F (qβ, pα − 1) · p mod qβ

F (qβ, n) = F (qβ, n − 1) n ̸∈ {pα, p ̸= q}

Liczymy tylko F (qβ, pα).
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Funkcja pomocnicza

F (qβ, n) =

 ∏
p
αi

i
≤n,pi ̸=q

p
αi

i

 mod qβ

F (qβ, pα) = F (qβ, pα − 1) · p mod qβ

F (qβ, n) = F (qβ, n − 1) n ̸∈ {pα, p ̸= q}

Liczymy tylko F (qβ, pα).



D � Dodawanie uªamków

Algorytm

Posortuj testy po n.
Dla ka»dego n w kolejno±ci rosn¡cej:

Oblicz F (pαi

i , n).
Oblicz ai = F (pαi

i , n)−1 mod p
αi

i .

Oblicz a0 = round
(

1

M
−

∑ ai
p
αi
i

)
.

Wynik: a0
1
+ a1

p
α1
1

+ a2
p
α2
2

+ . . .+ ak

p
α
k

k

= 1

M
.

Zªo»ono±¢

Obliczanie funkcji F : O((N/ logN)2), gdzie N = max ni .

Ka»dy test: O( n
log n · log n).

Razem: O(N2/log2N +
∑

ni ).
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L � Licz trójki PKN
Najszybsze rozwi¡zanie:

UWr 1 (2:35)

Autor zadania:
Jakub Onufry Wojtaszczyk, Kamil D¦bowski



L � Licz trójki PKN

Tre±¢ zadania

Dane jest n ≤ 105 sªów nad alfabetem PKN, suma dªugo±ci L ≤ 106. Rozwa»amy ich
niesko«czone rozwini¦cia, np. PK → PKPKPKPK .
Sªowo reprezentuje kolejne ruchy zawodnika w papier-kamie«-no»yce. Zlicz trójki
zawodników, »e A bije B , B bije C , C bije A.



L � Licz trójki PKN

Rozwi¡zanie brutalne

Zbuduj TRIE, w ka»dym wierzchoªku dodaj iloczyn rozmiaru dzieci.



L � Licz trójki PKN

Trójki

Szukamy trójek, które maj¡ ten sam pre�ks i potem trzy ró»ne znaki.
Na przykªad P, PKK, PN maj¡ pre�ks P i ró»ni¡ si¦ na drugiej pozycji.

Pierwsza ró»nica

Niesko«czone rozwini¦cia sªów dªugo±ci X i Y ró»ni¡ si¦ najpó¹niej na pozycji X + Y .

Szukanie ró»nicy

Hashe, lcp, brutalnie.

Sortowanie

Mo»na posortowa¢ sªowa kompatarotem szybszym ni» A+ B < B + A.

Skierowane trójki w turnieju

Wystarczy policzy¢ stopnie wierzchoªków indeg, outdeg, remisy.



L � Licz trójki PKN

Zbicie do najmniejszego okresu
PKPKPK → PK

for d = 1..len:

if len % d == 0:

if s[0..len-d-1] == s[d..len-1]:

...

Pi¦kne rozwi¡zanie

Kompresujemy sªowa do okresów, po czym budujemy TRIE. O(okresy+ n)

Gratulujemy dru»ynie Jagiellonian 2 za submita w 3:58, max czas 0.15/4s.
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L � Licz trójki PKN

Dowód zªo»ono±ci

Dwa sªowa o dªugo±ciach X i Y ró»ni¡ si¦ najpó¹niej na pozycji X + Y .
Je±li niesko«czone rozwini¦cia sªów o dªugo±ciach X i Y wci¡» s¡ takie same na pozycji
X + Y , to s¡ takie same i skompresowali±my je wcze±niej do jednego sªowa. Wi¦c w
TRIE w wierzchoªku na gª¦boko±ci d mamy co najwy»ej jedno sªowo o dªugo±ci co
najwy»ej d/2.

Zatem w wierzchoªku na gª¦boko±ci d interesuj¡ nas sªowa trzech typów:

Jedno krótkie sªowo.

Sªowa o dªugo±ciach [d/2, d ].

Dªu»sze sªowa.

Suma po takich liczno±ciach to co najwy»ej 2 · L.
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C � Cierpliwe krowy
Najszybsze rozwi¡zanie:

Jagiellonian 2 (2:42)

Autor zadania:
Kamil D¦bowski



C � Cierpliwe krowy

Tre±¢ zadania

Dany ci¡g hi � wysoko±ci trawy. W jednym kroku krowa i :

je±li hi > 0, je traw¦ z i

je±li hi = 0, je traw¦ z i − 1 lub i + 1.

Zjedzenie caªej trawy

� minimalna liczba kroków.
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Wyszukiwanie binarne

Czy zjedz¡ traw¦ w x czasu?

Strategia zachªanna
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Podsumowanie strategii

trzeba pomóc poprzedniej na przedziale
nie zd¡»y przed deadlinem � nast¦pna musi pomóc (1 przedziaª)
zd¡»ymy � pomagamy nast¦pnej (≤ 2 przedziaªy)

poprzednia pomaga (≤ 2 przedziaªy)
nie zd¡»y przed limitem � nast¦pna musi pomóc (1 przedziaª)
zd¡»ymy � pomagamy nast¦pnej (1 przedziaª)

Czas dziaªania

O(n logmaxH)
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F � Fikaj¡ce »aby

Tre±¢ zadania

Dane:

pocz¡tkowe pozycje »ab � a1, a2, . . . , an
dªugo±¢ skoku � k

Dla pre�ksów a1, a2, . . . , ap. �aba i gania »ab¦ i%p + 1.
Jeden krok, »aby na raz skacz¡:

w lewo (ai-=k), dla ai > ai%p+1

w prawo (ai+=k), dla ai ≤ ai%p+1

Czy kiedy± wyskocz¡ poza staw [−99(99
99

), 99(99
99)] wykonuj¡c kroki?
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De�nicja

�aby i , i + 1 s¡ blisko:

ai+1 − 2 · k < ai ≤ ai+1 + 2 · k .

Lemat 1 � Je±li i , i + 1 s¡ blisko to zawsze b¦d¡ blisko.

skacz¡ w t¦ sam¡ stron¦ � oczywiste

ai skacze w lewo, ai+1 w prawo:

ai+1 < ai ≤ ai+1 + 2 · k ⇒ (ai+1 + k)− 2 · k ≤ (ai − k) < (ai+1 + k)

Nowe pozycje: ai+1 − 2 · k < ai ≤ ai+1

ai skacze w prawo, ai+1 w lewo:

ai+1 − 2 · k < ai ≤ ai+1 ⇒ (ai+1 − k) < (ai + k) ≤ (ai+1 − k) + 2 · k

Nowe pozycje: ai+1 < ai ≤ ai+1 + 2 · k
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Kolejne »aby blisko � rozwi¡zanie

Kierunek skoku i w nast¦pnym kroku = Kierunek skoku i + 1 w poprzednim.
Krok1: LLLRLRR
Krok2: LLRLRRL
Krok3: LRLRRLL
Krok4: RLRRLLL
. . .
Po n krokach � ka»da »aba ka»dy skok wykona raz.
Przesuni¦cie o wektor d := #R · k −#L · k .

d = 0, znowu pocz¡tkowa pozycja � odpowied¹ 0.

Wpp � odpowied¹ 1, bo dddk |d | · k > 99(99
99)
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i dogoni i + 1 � kiedy± b¦d¡ blisko

Przypadek ai+1 < ai . Nie wprost.
i zawsze skacze w lewo ⇒
i + 1 sko«czenie wiele razy skoczy w prawo ⇒
i + 1 od pewnego momentu skacze tylko w lewo ⇒
i + 2 sko«czenie wiele razy skoczy w prawo ⇒
. . .
i − 1 od pewnego momentu skacze tylko w lewo ⇒
Od pewnego momentu wszyscy zawsze skacz¡ w lewo ⇒ Sprzeczno±¢!
Przypadek ai ≤ ai+1, podobnie.
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�aby daleko � rozwi¡zanie

ai > ai+1 + 2 · k , czyli ai skacze w lewo
ai+1 skacze w prawo, (ai − k) > (ai+1 + k).
Nowe pozycje: ai > ai+1, czyli ai skoczy w lewo (Zªy kierunek)
ai − ai+1 zmalaªo o 2 · k.
ai+1 skacze w lewo.

Ka»dym z ⌊ (ai+1−ai−1)
2·k ⌋ zªych kierunków zmniejszy bilans (#R −#L) o 2.

ai+1 − 2 · k ≤ ai , czyli ai skacze w lewo
Analogicznie, ka»dy z ⌊ (ai−ai+1)

2·k ⌋ zªych kierunków zwi¦kszy bilans (#R −#L) o 2.

Implementacja

Suma pre�ksowa bilansów (ai , ai+1) + bilans (ap, a1)
Czas O(n)
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Tre±¢ zadania

Dany jest ci¡g liczb ai : 6 10 6 5 4 5.
Operacje:

Przestawienie liczby a1 z pocz¡tku na koniec: koszt a1.

Przestawienie liczby an z ko«ca na pocz¡tek: koszt an.

Usuni¦cie najwi¦kszej liczby a1 z pocz¡tku: koszt 0.

Cel: usun¡¢ wszystkie liczby minimalnym kosztem.
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Programowanie dynamiczne

ki : koszt usuni¦cia wszystkich liczb ≥ ai , ko«cz¡c na pozycji i .

Dodajmy dwie liczby dla uproszczenia: start a0 = ∞, meta a1 = 0.

∞ 0 6 10 6 5 4 5

Obliczymy ki od najwi¦kszych ai .

k0 = 0.

Wynik ko«cowy: k1.
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Faza oblicze«

Obliczyli±my ki dla wszystkich ai = B .

A = kolejna warto±¢, A < B .

Chcemy obliczy¢ ki dla wszystkich ai = A (niebieskie wierzchoªki).

si = suma elementów mniejszych od A na przedziaªach pomi¦dzy ai ∈ {A,B}
si obliczamy w O(log n) na drzewie pot¦gowym

A

AB

B

A
B

s1

s2

s3

s4

s5

s6
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Dwa sposoby na doj±cie z B do A

W tyª do nast¦pnika A, w przód do A.

W przód do poprzedniego A, w tyª do A.
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Najpierw w tyª, potem w przód

Koszt przej±cia w tyª do elementu B: si .

Koszt przej±cia w tyª do elementu A: si + A.

Koszt przej±cia w przód: si .
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Tyª�przód: najpierw przej±cia w tyª

Najkrótsze ±cie»ki, koszt kraw¦dzi si lub si + A.

DAG je±li usuniemy kraw¦d¹ w tyª od najmniejszego kosztu ki .

s1 + A

s2 + A

s3

s4

s5 + A

s6
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Tyª�przód: potem przej±cia w przód

Koszt:
∑

si .

Ka»de takie przej±cie w przód rozwa»amy w O(1).
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Najpierw w przód, potem w tyª

Koszt przej±cia w przód: si .

Koszt przej±cia w tyª do A je±li usun¦li±my id¡c w przód: si .

Koszt przej±cia w tyª do A je±li nie usun¦li±my id¡c w przód: si + A.

Koszt przej±cia w tyª do B : si .
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Najpierw w przód, potem w tyª

Uproszczenie:

Koszt przej±cia w przód z B : si .

Koszt przej±cia w przód z A: si − A.

Koszt przej±cia w tyª do A: si + A.

Koszt przej±cia w tyª do B : si .
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Przód�tyª: przej±cia w przód

Koszt kraw¦dzi si lub si − A.

s1 − A

s2 − A

s3

s4

s5 − A

s6



E � Ekspresowe rotacje

Przód�tyª: potem przej±cia w tyª

Koszt:
∑

si plus nAA lub (nA − 1)A.

Ka»de takie przej±cie w tyª rozwa»amy w O(1).
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Problem: ujemne kraw¦dzie

Co je±li si − A < 0? Ujemne kraw¦dzie przy przej±ciach w przód.

Mo»liwy ujemny cykl!

Nie chcemy przej±¢ w przód po caªym kóªku, nawet je±li koszt cyklu jest ujemny.
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Rozwi¡zanie problemu ujemnych cykli

Dla ka»dego wierzchoªka liczymy caªy ci¡g mo»liwych kosztów oraz liczby u»ytych
kraw¦dzi.

(d1, l1), (d2, l2), . . . , (dm, lm)

d1 < d2 < . . . < dm

ni−1 + ni > l1 > l2 > . . . > lm

Kosztem doj±cia do wierzchoªka jest najlepszy koszt z listy: d1
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Relaksacja kraw¦dzi o koszcie s

s mo»e by¢ ujemne.

Wszystkie koszty dla poprzedniego wierzchoªka zwi¦kszamy o s, liczb¦ kraw¦dzi
zwi¦kszamy o 1: (d1 + s, l1 + 1), (d2 + s, l2 + 1), . . . , (dm + s, lm + 1)

Powy»sze robimy w O(1) (trzymamy o�set d i l dla caªej listy).

Usuwamy kraw¦dzie z pocz¡tku listy je±li li ≥ ni−1 + ni .
Je±li aj = B (czerwony wierzchoªek), to:

Usuwamy kraw¦dzie z ko«ca listy je±li koszt gorszy ni» mamy z poprzedniej fazy:
di ≥ kj .
Dodajemy koszt z poprzedniej fazy (kj , 0) na koniec listy.
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Najkrótsze ±cie»ki z ujemnymi kraw¦dziami

Zaczynamy od dowolnego wierzchoªka.

Relaksujemy kolejne kraw¦dzie, pami¦taj¡c list¦ mo»liwo±ci o ró»nych dªugo±ciach.

Przechodzimy caªy cykl 2 razy!

W ten sposób rozwa»ymy ±cie»ki z ka»dego do ka»dego wierzchoªka, unikaj¡c
±cie»ek przechodz¡cych po peªnym cyklu.
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Zªo»ono±¢

Faza i : O((ni−1 + ni ) log n).

Razem: O(n log n).


